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ВВЕДЕНИЕ
        Чтобы  поддерживать  устойчивый интерес к математике, развивать математические способности учащихся,  одних уроков недостаточно. Для этих целей учителя математики используют внеклассную работу, кружковую работу, факультативные занятия, которые посещают не только ученики, проявляющие математические способности, но и те, кто просто интересуется данным учебным предметом. 

     В течение длительного периода работы в качестве учителя математики Васильковской школы,  я также уделяю большое внимание внеклассной работе по своему предмету, систематически вела занятия математического кружка для учащихся 5-6 классов, факультативные занятия со старшеклассниками. 
     Введение предпрофильной подготовки в 9-х класса общеобразовательной школы позволяет  учителям  применить свои знания,  накопленный опыт для разработки курсов по выбору, которые способствуют выявлению устойчивых интересов учащихся в той или иной области, в частности, интереса к математике как науке, определяющей дальнейший выбор жизненного пути. 
 Целью данной работы является разработка  курса по выбору «Уравнения и графики» для учащихся 9 классов на основе материалов, использованных мною ранее при проведении факультативных занятий по математике с учащимися 7-9 классов. 
ГЛАВА II.  Курс по выбору  для предпофильной подготовки «Уравнения   и   графики» . 9 класс.
     Выбор темы курса обусловлен следующими соображениями :
- Решение уравнений – один из ключевых вопросов алгебры. Но, к сожалению , в основной школе на его изучение  отводится небольшое количество часов и поддерживать интерес к этому вопросу трудно из-за ограниченности знаний учащихся и времени работы . А умение решать различные виды уравнений необходимо при сдаче выпускных экзаменов , при поступлении в средние специальные и высшие учебные заведения.

    Поэтому часто при  сдаче выпускных экзаменов  ученикам приходится применять имеющиеся у них знания и умения в нестандартной ситуации , особенно при сдаче ЕГЭ (часть С), где встречаются и уравнения и неравенства с параметрами, уравнения и неравенства , содержащие переменную под знаком модуля. Начинать работу по обучению способам решения таких задач нужно еще в основной школе, переходя от более простых примеров к более сложным (например, от линейных уравнений к квадратным, далее – к дробно-рациональным, а в старшей школе включать иррациональные, показательные, логарифмические и т.д.).Эффект неожиданности на экзамене в этом случае будет сведен к минимуму.
 -  По мере развития вычислительной техники растет важность изучения графических средств, которые активно проникают в различные области жизни человека. Работа с графиками наглядна. Поэтому ученики должны знать графики элементарных функций, способы их преобразования, уметь применять графический метод в исследовании уравнений, неравенств, задач.

       При изучении темы «Уравнения с двумя неизвестными»  у учеников, интересующихся математикой, часто возникают вопросы:  - каждую ли линию на плоскости можно задать каким –либо уравнением?

- как будут выглядеть графики различных уравнений с двумя переменными на плоскости?

     В качестве иллюстрации ответов на данные вопросы в учебнике «Математика . Алгебра. Анализ данных 8 класс» под редакцией Дорофеева Г.В., приведены графики и уравнения, задающие окружность, эллипс, Декартов лист, кардиоиду. Включение этой темы в предлагаемый курс позволит расширить кругозор учащихся, удовлетворить их любознательность, что также немаловажно .

2.1. Программа курса

Пояснительная записка

« В результате изучения курса математики учащиеся должны понимать, что

- уравнения – это математический аппарат решения задач из математики, смежных областей знаний и практики;… 

(Программы для  общеобразовательных школ , гимназий, лицеев. Математика.)

Данный курс является предметно-ориентированным, расширяющим базовый курс  математики. Он дает возможность познакомить учащихся  с задачами  повышенного уровня сложности, нестандартными задачами ,  и , таким образом, способствовать осознанному выбору профиля, связанного с математикой.

Программа  курса  включает в себя углубление  и расширение знаний и умений , связанных со способами решения уравнений и построением их графиков  на основе имеющихся базовых знаний.

Задачи, предлагаемые в данном курсе ,   часто не просты в решении, что позволяет повысить учебную мотивацию учащихся и проверить свои способности к математике. Вместе с тем, содержание курса позволяет ученику любого уровня активно включиться в учебно-познавательный процесс и максимально проявить себя. 
Цели  курса: 

-Закрепить интерес учащихся к изучению математики .

- Расширить знания о способах решения уравнений , построении  графиков уравнений и функций.

-Развивать умение самостоятельно работать с различными источниками информации, решать творческие задачи.

- Создать ориентационную и мотивационную основу для осознанного выбора математического профиля обучения.

Задачи курса:

Предлагаемый курс «Уравнения и  графики» должен обеспечить реализацию следующих задач:

- углубить  и расширить базовые знания и умения учащихся;

- содействовать формированию у школьников математического мышления;

- развивать умение анализировать, сопоставлять, делать выводы

Практическая направленность курса заключается в обеспечении возможности применения полученных знаний и навыков при обучении в старших, профильных классах естественно-математического цикла.

Содержание программы

1.Введение. Из истории развития учения об уравнениях. ( 1 час)

Цель курса. Исторический экскурс. Повторение основных понятий, способов решения уравнений.

2. Диофантовы уравнения.  ( 1час)

Понятие неопределенных (диофантовых) уравнений. Решение неопределенных уравнений методом перебора чисел.

3.Уравнения и графики  (2 часа)

График уравнения с двумя неизвестными. «Замечательные кривые»(Эллипс. Локон Аньези. Парабола Нейля. Строфоида. Кардиоида. Астроида )

4. Уравнения   , содержащие переменную под знаком модуля. (3 часа)

Решение линейных   и квадратных уравнений , содержащих переменную под знаком модуля.

5. Уравнения  с параметром (3часа)

Решение линейных, квадратных, дробно-рациональных уравнений с параметром.  

6. Графический способ решения уравнений (3 часа)

Графики уравнений и графики функций.  Построение графиков уравнений и графиков функций, содержащих переменную под знаком модуля. Решение уравнений графическим способом.

7. Итоговое занятие. Защита проектов. (1 час)

Возможные темы проектов
1. Конические сечения (парабола, гипербола, эллипс)

2. Кардиоида

3. Циклоида

4. Трактриса

5. Астроида

6. Улитка Паскаля

7. Роза трехлепестковая , четырехлепестковая
8. Декартов лист (лист жасмина)

9. Лемниската Бернулли

Проект может быть выполнен в виде презентации , буклета, включающего в себя  историческую справку, способы построения замечательных  кривых , уравнения, их описывающие, их практическое применение и значение.
Учебно-тематический план
	Тема
	Продолжительность, а/ч

	
	лекция
	практикум

	Из истории развития учения об уравнениях.


	0,5 ч
	0,5ч



	Диофантовы уравнения.


	0,5 ч
	0,5 ч

	Уравнения и графики.


	1
	1

	Уравнения , содержащие переменную  под знаком  модуля.


	1
	2

	Уравнения  с параметрами.


	0,5
	2,5

	Графический способ решения уравнений


	1
	2

	Итоговое занятие. Защита проектов.


	                                                        1

	Итого
	                                         14


Требования к уровню усвоения  материала курса

Административной проверки усвоения материала курса  не предполагается, соответствующие задачи не будут включаться в административные контрольные работы, выноситься на экзамены. Вместе с тем, в технологии проведения занятий присутствует этап самопроверки, который предоставляет учащимся возможность самим проверить, как ими усвоен изученный материал. В свою очередь, учитель может провести обучающие самостоятельные работы, которые позволят оценить уровень усвоения материала: 

- решение простейших уравнений с параметрами,

- решение простейших уравнений , содержащих переменную под знаком модуля,

- построение графиков функций  и уравнений , содержащих модуль.

Формой итогового контроля может стать проверочная  работа,  защита собственного проекта учащегося по теме курса.

2.2. Содержание занятий (материал для учителя)
Тема 1. Из истории развития учения об уравнениях.
·  На занятии темы 1 идет знакомство учащихся с содержанием предлагаемого курса, рассматривается исторический материал из истории развития учения об уравнениях, повторяются способы решения уравнений на примерах старинных задач, которые могут быть решены с помощью линейных уравнений. Предлагаемый задачный и исторический материал может быть дополнен учителем  по своему усмотрению. Он доступен учащимся 9 класса независимо от уровня их математической подготовки и в то же время интересен. Задачи могут быть предложены для самостоятельного решения с последующей проверкой в классе.
Лекция . Историческая справка.

      Кто и когда придумал первые уравнения? Ответить на этот вопрос невозможно. Но задачи, которые мы сегодня решаем с помощью уравнений  были хорошо известны еще в Древнем Вавилоне, Древнем Египте, Древнем Китае, Древней Индии и Древней Греции.

    Кто и когда впервые обозначил неизвестное буквой?  Кто придумал переносить при решении уравнений слагаемые из одной части в другую? 

   Еще древние египтяне для удобства рассуждений придумали специальное число, но записывать уравнения они не умели ( у них не был знака равенства и знаков действий). 

   Первый  по-настоящему серьезный шаг в этом направлении сделал замечательный ученый Диофант. Жил Диофант , по-видимому в III в.н.э.

    Во времена Диофанта языком науки был греческий. Греки обозначали числа при помощи букв своего алфавита. Первые девять букв (α, β, …) обозначали цифры от 1 до 9, следующие девять ( ι , κ,.. ) – числа от 10 до 90, наконец, следующие девять ( ρ , σ, …  ) – числа от 100 до 900.Над буквами, обозначавшими числа, ставилась черточка. Букв в алфавит было 28, одна из них была особой- она обозначалась ς (сигма концевая), ставилась в конце слов и числового значения не имела. Вот ею-то Диофант и стал обозначать неизвестное.

  Ну, а если числа и неизвестные записаны специальными символами, то нелепо будет записывать действия над ними словами ! И Диофант вместо слова «получится» стал писать ισ ( ισός – «равный» ) , он придумал знак вычитания – им служила перевернутая, упрощенная по форме  буква ψ (пси) . А без знака сложения Диофант обходился довольно просто – слагаемые записывал рядом друг с другом.

      Например, уравнение 3 – 10х = 13 Диофант  записал бы так :

γ   ς ι ι ς Μ ι γ  ( М- «монас» - единица, т.е. Μ ι γ  обозначает «тринадцать единиц»).

     Придумал Диофант  два основных способа решения уравнений : перенос в одну сторону неизвестных и приведение подобных. 

      В Средневековой Европе мысли Диофанта получили широкое распространение  и дальнейшее  развитие . В XVII – XVIII в.в. буквами для обозначения неизвестных стали пользоваться все математики. А вот приемы решения уравнений попали в Европу особым путем. 

      В VII – VIII  в.в. н.э. арабы завоевали огромные пространства и создали на них государство, столицей которого стал Багдад, нынешняя столица Ирака. 

      Народы, завоеванные арабами, по культурному уровню и знаниям были гораздо выше завоевателей. Правители халифата хорошо понимали, что у древних стоит и нужно учиться. 

     В Багдаде был создан «Дом мудрости», куда по воле халифа собрали образованных людей со всех сторон халифата. Эти мудрецы не только переводили труды своих великих предшественников, но и творили сами. Одним из них был Мухаммед Бен Муса аль-Хорезми ( 787- около 850 г.г. ) 

     Об аль-Хорезми известно лишь, что он написал ряд трудов по астрономии и географии. И самое главное – он написал сочинение , которое по-арабски называется «Китаб аль-джабр валь-мукабала» Это сочинении оказывало большое влияние на развитие математики в Европе. Но, видимо, аль-Хорезми не был знаком с «Арифметикой» Диофанта и поэтому не использовал изобретенных им отрицательных чисел, не использовал никаких букв и символов, кроме обозначения цифрами чисел.

     Алгебра без букв, все на словах, все в уме. Такая алгебра называлась «риторической», она требовала большого мастерства  и была очень трудной.

      Совсем трудно стало тогда, когда математики научились решать уравнения не только первой степени и не только с одним неизвестным. 

 Практикум. Задачи для решения с учащимися.

1. Древнеиндийская задача

      Есть кадамба цветок

      На один лепесток

      Пчелок пятая часть опустилась

      Рядом тут же росла 

      Вся в цвету сименгда, 

      И на ней третья часть поместилась.

      Разность их ты найди,

      Трижды их ты сложи,

      На кутай этих пчел посади

      Лишь одна не нашла себе места нигде,

      Все летала то взад, то вперед.

      И, везде ароматом цветов наслаждалась.

      Назови теперь мне, подсчитавши в уме,

      Сколько пчелок всего здесь осталось.

2. Стихотворение – загадка, по преданию выгравированное на надгробии Диофанта.


Путник! Здесь прах погребен Диофанта,


И числа могут поведать, о чудо, сколь долг был век его жизни.


Часть шестую его представляло счастливое детство.


Двенадцатая часть протекла еще жизни – 


Пухом покрылся тогда подбородок.

Седьмую в бездетном браке провел Диофант,

Прошло пятилетие 

Он был осчастливлен рождением прекрасного первенца сына,

Коему рок половину лишь жизни счастливой и светлой

Дал на земле по сравнению с отцом.

И в печали глубокой старец земного дела конец воспринял,

Переживши года четыре с тех пор, как сна лишился.

Скажи, скольких лет жизни достигнув,

Смерть воспринял Диофант?

3. – Бабушка сколько лет твоему внуку?

    - Моему внуку столько месяцев , сколько мне лет. А вместе нам 65 лет.

Сколько же лет бабушке и внуку?

4. Некто согласился работать с условием, что по истечении года он получит одежду и 9 флоринов. По истечении 7 месяцев он получил одежду  4 флорина. Во сколько была оценена одежда?

5. Говорят, что на вопрос о том, сколько у него учеников, древнегреческий математик Пифагор ответил так: «Половина моих учеников изучает математику, четвертая часть изучает природу, седьмая часть проводит время в молчаливом размышлении, остальную часть составляют 3 девы.» Сколько учеников было у Пифагора?

Тема 2. Диофантовы уравнения
· Неопределенные или диофантовы уравнения встречаются в курсе алгебры  при введении понятия системы уравнений. При этом  способу решения подбором чисел  внимание  не уделяется .Предлагаемый во 2 теме материал позволяет расширить уже имеющиеся знания об уравнения с несколькими переменными, напомнить в каких ситуациях эти уравнения могут появляться при решении задач. Он дополняется соответствующим историческим материалом.
· В ходе решения предлагаемых задач продолжается формирование умения рассуждать , делать выводы, сопоставлять полученный результат с реальными условиями задачи, т.е. в очередной раз закрепляются навыки логического мышления в противовес некоторой алгоритмизации решения задач в курсе алгебры.

· по усмотрению учителя и при наличии времени предлагаемые задачи могут быть решены вторым способом, с помощью систем уравнений. Таким образом,  параллельно будет решаться задача повторения изученного ранее материала для подготовки к итоговой аттестации по математике. 

Лекция 

      Диофантовыми уравнениями называют алгебраические уравнения или системы алгебраических уравнений с целыми коэффициентами, для которых надо найти целые или рациональные решения. При этом число неизвестных в уравнениях должно быть не менее двух (если не ограничиваться только целыми числами). Диофантовы уравнения имеют, как правило, много решений, поэтому их называют неопределенными уравнениями. Это, например уравнения:


3х+5у=7;


х2+у2=z2 ;


3х3+4у3=5z3 .

   Названы они по имени греческого математика Диофанта, жившего в III в. Его книга «Арифметика» содержала большое количество интересных задач, её изучали математики всех поколений. Книга сохранилась до наших дней, её можно найти в русском переводе в библиотеке. 

   К диофантовым уравнениям приводят задачи, по смыслу которых неизвестные значения величин могут быть только целыми числами.

   Решение уравнений в целых числах – очень увлекательная задача. С древнейших времен накопилось много способов решения конкретных диофантовых уравнений, однако только в нашем веке появились общие приемы их исследования. Правда, линейные диофантовы уравнения  и диофантовы уравнения 2-й степени научились решать давно.

   Так, легко доказать, что  по формулам х = 4+5t , у = -1-3t (t- любое целое число) находятся все целочисленные решения уравнения 3х+5у=7. Формулы для нахождения целочисленных сторон прямоугольного треугольника (т.е. для решения уравнения х2+у2=z2) были известны еще древним индийцам: х=2uv, у=u2-v2,  z=u2+v2 (u и v -целые числа, u>v).

   Решения диофантовых уравнений более высоких степеней, а также систем уравнений давались с большим трудом. Знаменитое уравнение П. Ферма, которое более трехсот лет назад он написал на полях «Арифметики» Диофанта, хn+уn=zn (n>2) не решено до сих пор ( великая теорема Ферма).
   Решение уравнений в целых числах – один из самых красивых разделов математики. Ни один крупный математик не прошел мимо теории диофантовых уравнений. Ферма, Эйлер и Лагранж, Дирихле и Гаусс, Чебышев и Риман оставили неизгладимый след в этой интереснейшей теории.

   Раздел математики, изучающий их, называют «диофантовым анализом», а он в свою очередь является частью исключительно интересного раздела современной математики – теории чисел. В теории чисел созданы специальные методы решений диофантовых уравнений.

Решение многих практических задач приводит к решению уравнений  с несколькими неизвестными.

  Попытаемся решить несколько задач, опираясь лишь на здравый смысл.

Практикум. (задачи 1-5 могут быть решены совместно с учащимися, задача 6 – для самостоятелльного решения)
1. Допустим, что имеются только 5- рублевые и 3- рублевые купюры. Как этими деньгами заплатить 35 рублей? (Сдачи нет.)

2. На складе имеются гвозди  ящиках по 16, 17 и 40кг. Может ли кладовщик  выдать 100кг гвоздей, не вскрывая ящики?
3. В клетке сидят фазаны и кролики. Всего у них 15 голов и 42 ноги. Сколько в клетке кроликов и сколько фазанов?

4. У мальчика было 50 коп., на которые он хотел купить почтовые марки. В киоске имелись марки по 4 коп. и 3 коп., но у продавца совсем не было мелочи. Помогите мальчику и продавцу выйти из затруднительной ситуации.

5. Нашей учительнице в 1979 году исполнилось столько лет, какова сумма цифр года её рождения. В каком году она родилась?

6. В комнате было несколько стульев и табуреток на 3 ножках. После того, как их все заняли, оказалось, что ног у сидящих людей и ножек у всех стульев и табуреток 49. Сколько было стульев и табуреток?

Тема 3.Уравнения и графики  
 - В ходе рассмотрения темы 3 идет расширение знаний учащихся о графиках уравнений с двумя переменными в ходе решения задачи о построении линии , называемой локоном Аньези;

- рассматривается практические задача, приводящая к выводу уравнения эллипса;
-может быть рассмотрен дополнительный материал о свойствах эллипса, параболы, который подготовит  учащихся к выбору конкретной темы для итогового проекта .
Занятии 1 . Лекция
    Уравнения с двумя неизвестными имеют своими графиками линии на плоскости.

Например, у=kx+b  - прямая, у=х2 , у= ах2 + вх + с – парабола, у2 + х2 = r2 – окружность, у= k/x – гипербола.   

   Можно заметить, что если обе переменные входят в уравнение в первой степени- графиком является прямая, если хотя бы одна переменная или обе во второй степени, то получится  парабола или окружность.

     Существуют ли еще какие-нибудь кривые, кроме этих? Какими уравнениями они описываются?

     Раздел математики, который занимается изучением этого вопроса , называется аналитической геометрией.

 Рассмотрим две задачи.

1. Построим график кривой, уравнение которой  х 2 у= 4 (2-у). для этого преобразуем данное уравнение, выразив у через х:

х 2 у=8-4у,  х2 у + 4у =8,  у( х2 + 4)=8,  у=8/ (х2 + 4)
    Рассмотрим некоторые свойства соответствующей функции   у = 8 / ( х2 + 4 ), которые помогут  построить  график данного уравнения :

1) Легко доказать , что знаменатель дроби, записанной в правой части , никогда не обращается в нуль. Значит, областью допустимых значений переменной х является вся числовая прямая.

2) Так как выражение х2 + 4 ≥  0 для любого значения х, то переменная у принимает только неотрицательные значения.  График уравнения будет располагаться в верхней полуплоскости.

3) При увеличении значения переменной х по модулю значение выражения 

      х2 + 4  будет неограниченно возрастать, соответственно,  значении дроби

     8/ (х + 4) будет стремиться к нулю. Таким образом , график уравнения 

     у = 8/(х + 4) при стремлении  значений переменной х  к  + ∞  будет приближаться к оси ОХ , не пересекая ее.
Для уточнения расположения графика на плоскости составим таблицу значений для х = 0; + 1; + 2; + 4; + 6; + 14.
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     Рис.
Построенная кривая ( рис.   )  называется локоном Аньези. Свое название она получила в честь итальянской женщины – математика Гаэтаны Аньези (1718- 1799г.г.)
2.Рассмотрим следующее практическое задание.

    Пусть длина отрезка  АВ равна 8см . В точки А и  В воткнем булавки, к концам которых привязана нитка  длиной  10 см. Натягивая нитку , построим кривую, которая называется эллипсом.(рис.  )
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    Рис. 

Эллипс -  множество точек плоскости, сумма расстояний от которых до двух данных точек есть величина постоянная.

   Выведем уравнение эллипса. 

АМ2 = ( 4+х)2 + у2 ,  АМ= √(4+х)2 + у2, 

ВМ2 = (4-х)2 + у2 , ВМ = √(4-х)2 + у2,

АМ + ВМ =10

 √( 4+х)2 +у2 + √( 4-х)2 +у2 = 10 .

    Попробуем сделать это уравнение более красивым с помощью различных преобразований.

√( 4+х)2 + у2 = 10 – √(4-х)2 + у2 

(4+х)2 + у2 = 100 – 20 √(4 – х)2 + у2 + ( 4-х)2 + у2 

20 √( 4-х)2 + у2= 100 – 16х

5 √( 4-х)2 + у2 = 25-4х

25 ( 16-8х + х2 + у2 ) = 252 – 25*8х + 16 х 2

25*16 – 25*8х + 25х2 + 25у2 = 252 -25*8х + 16х 2

9х 2+ 25у2= 252 – 25*16

9х2 + 25у2 = 25*9

х2 /25 + у2 /9= 1

х2 / 5 + у2 / 3 =1
в общем виде уравнение эллипса выглядит следующим образом : х2 / а 2+ у2 / в2 =1

    Где в жизни мы встречаемся с эллипсом?

Форму эллипса имеет тень раскачивающегося фонаря (рис.    )
Эллипсами являются орбиты планет Солнечной системы.  Этот факт установил в XVII в. немецкий математик и астроном Иоганн Кеплер. ( рис.   )
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Рис.                                                                                Рис.
     Эллипс обладает одним важным свойством. (рис.   )
  Поместим в точку А лампочку , а  в какую-либо точку эллипса зеркало. Луч света , попавший в зеркало, отразившись, обязательно попадет в точку В. Поэтому  точки А и В называют фокусами эллипса.
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Рис.

Занятие 2.  Практикум .

Задания 1,2 – разбираются всей группой учащихся под руководством учителя, задание 3 может быть предложено для самостоятельной работы.
Построить графики уравнений :
1. х2 у2 = а ( х 2+ у2 )   (крест)

2. у = + (х – а )  х/ (2а – х)   (строфоида),  а=6

3. у = 2х√ х (парабола Нейля)
Выбор тем для проектов .
1.Конические сечения (парабола, гипербола, эллипс)

2. Кардиоида

3.Циклоида

4.Трактриса

5.Астроида

1. Улитка Паскаля

2. Роза трехлепестковая , четырехлепестковая

3. Декартов лист (лист жасмина)

4. Лемниската Бернулли

Тема 4. Уравнения  , содержащие переменную под знаком модуля с модулем. 
 - рассматриваются способы решения уравнений на основание определения модуля, его геометрической интерпретации, 

- решение уравнений способом замены переменных.
Занятие 1. Лекция.

Определение. Абсолютной величиной (модулем) действительного числа a называется само число а, если оно неотрицательное, и число, противоположное а, если а отрицательное .

                а, если а  ≥  0 
│а│ = 

              - а, если а  <   0

Примеры :  │5│ = 5 , │2- √2 │= 2- √2 ,  │-8│ = 8.

Геометрическое толкование: каждому действительному числу можно поставить в соответствие точку числовой прямой, тогда эта точка будет геометрическим изображением данного числа. 

      Каждой точке числовой прямой соответствует ее расстояние от начала отсчета или длина отрезка, начало которого в точке начала отсчета, а конец – в данной точке. Это расстояние или длина отрезка рассматривается всегда как величина неотрицательная. Таким образом, геометрическая интерпретация модуля действительного числа  а будет рассматриваться как расстояние от начала отсчета до точки, изображающей число.

     Рассмотрим примеры решения уравнений, содержащих абсолютные величины.

 Пример 1.

 │х│ = 5 

Если х  ≥  0, то │х│ = х, т.е. х=5

Если х <   0, то │х │= - х, т.е. х=-5

Ответ : 5 и -5.

· Любое уравнение вида │ f(x)│ = c , где с  ≥  0 , имеет корни , которые находят при решении совокупности уравнений  f(x)=c   и  f(x)=-c.

Пример 2. 

 │х-8│ = 5

По определению модуля имеем совокупность уравнений 

х – 8 = 5 и   х – 8 = -5.

Откуда х=13 и х=3.

Ответ 3 и -13.

· Уравнения вида f(│ x│ ) = c  по определению модуля  распадается на совокупность двух систем:

                           f(x) = c        и            f(-x)=c
                            x ≥ 0                           x <  0

Пример 3. х 2– │х│ – 6 =0

Данное уравнение равносильно совокупности двух систем

1)    х ≥ 0,                                2)   х < 0

       х2 – х - 6 = 0                           х2 + х – 6 = 0

решив их , получим х = 3 и х = -3.
    Это уравнение можно решить и другим способом, известным нам ,  методом замены переменных:

    Произведем следующую замену : │ х│ = у , тогда х 2 = у 2.

Решим получившееся уравнение относительно переменной у : у2 – у – 6 = 0.

Получим , что у = 3 или у = -3.

Так как │ х│ = у, значит  │х │= 3  или  │х │= -2 
                                            х = + 3             решений нет

· Уравнение вида │f(x)│=g(x)   равносильно совокупности двух систем 

                     f(x)=g(x)      и         f(x)=-g(x)

                     g(x) ≥ 0                    g(x)<   0

Пример 4.

│3х – 10│ = х – 2

Данное уравнение равносильно совокупности двух систем

3х – 10 = х – 2                            3х – 10 = - х + 2

х – 2 ≥  0                                         х – 2 ≥   0

решив поучившиеся системы , получим х=4 и х=3.

· Уравнение вида  f(x) = g(x) равносильно совокупности двух уравнений

                            f(x)= g(x)    и    f(x) = -g(x)

Пример 5.

│х – 2│ = │3 - х│
Данное уравнение равносильно двум уравнениям :

х – 2 = 3 – х       и    х – 2 =х – 3

2х = 5                       -2 = -3 – неверно,

х = 2,5                      равнение не имеет решений

Ответ : 2,5

· Используя геометрический смысл понятия «модуль» некоторые уравнения и неравенства проще решать с помощью числовой прямой.

                                   ρ( х1 ; х2) =│  х 2– х1 │ 

Пример 6. 

│х – 1│ = 6  <=> ρ(1; х) = 6 

Ответ : -5 и 7

   Этим же способом можно решить уравнение , предлагаемое в примере 5.
│х – 2│ = │3 - х│ <=>  ρ ( 2 ; х ) = ρ ( х ; 3 ), иными словами необходимо отыскать на координатной прямой точку, равноудаленную от точек 2 и 3.
Это число 2,5.

Занятие 2-3. 

Практикум 
1. Задания для фронтальной работы

  Решить уравнение:

1. │х - 1│ =  6.

2. │4 – 3х│ = 2

3. 3│ х – 4│ – х = 0 
  4. │3х – 5 │= 2
  5.│ х + 3│ = х 2 + х – 6

  6.│х + 2 │+ │х – 3 │= 10

  7. ││ х – 1 │– 5│ =2 

  8.  х2 + 3│ х│ = 10

  9.│3х2 + 7х – 3│ = 3х 2 + 3х - 1 
Задания для самостоятельной работы с последующей самопроверкой на занятии
1.│2х – 4│ = 3

  2.(7 – 2х│ = 11

 3.│3х – 1 │+ х = 14

 4..│5 – 3х │= 2х + 1

 5.│х + 1│ + 2│ х + 1│ = 24

Проверочная самостоятельная работа

1.│х – 2│ = 5

2.││2х  + 3 │+ 1│ =5

3.│х + 2│ + х = 7

4. │3х – 1│ = │4 – 2х│
5. х2 – 7│ х │+ 6 = 0

Тема 5. Уравнения   с  параметрами 
     Понятие параметра является важным математическим понятием, которое систематически используется в школном курсе математики и смежных дисциплинах.

     С понятием параметра учащиеся фактически уже встречались на уроках алгебры в 7 и 8 классах при рассмотрении способов решения уравнений в общем виде, при изучении линейных, квадратных уравнений.

     Решение заданий с параметрами способствует повышению качества знаний и умений  учащихся, формирует представление об особенностях реальной исследовательской деятельности математиков.
      В ходе занятий темы 5 предлагаются решения уравнений с параметрами, начиная с самых простых – линейных, заканчивая более сложными – квадратными и дробно-рациональными. Задачный материал расположен по принципу усложнения, но он доступен для учащихся .

Занятие 1.

 Лекция
    Когда мы говорим, что равенство   f (а; х) = 0 ( 1) является уравнением, то подразумеваем, что для  буквы а выбрано определенное, хотя и произвольное значение (параметр уравнения) , а буква х , которой обозначено неизвестное , остается «свободной». Вместо нее можно подставлять любое число, в результате чего возникнут либо ложные, либо истинные равенства. Равенство (1) превращается в уравнение, как только мы остановим свой выбор на конкретных значениях параметра.
         Решить уравнение относительно параметра – значит указать, при каких значениях параметра существуют значения х, удовлетворяющие данному уравнению.

Пример 1. 

ах = 0

Если а = 0, то 0*х=0 для любого х,

если  а ≠ 0 , то х = 0/а= 0.

Пример 2.

х + 2 = ах

х – ах = - 2

х(1 – а) = -2

если 1 – а= 0 , т.е.а=1, получим х*0 = -2 – решений нет

если а ≠ 1, то х = -2 / (1-а)

Пример 3.

(а2 – 1) х = 2а2 + а – 3

х = (2а2 + а – 3 )/(а2 -1)

если а – 1 ≠ 0, т.е. а ≠ + 1- существует единственное решение,

если а= - 1, то решений нет ( 0х = -2)

если а=1 , то х – любое число ( 0х=0)

· Если при каком –либо значении параметра  а=а0 данное уравнение не имеет смысла, то оно при этом значении а и не имеет решения. Обратное утверждение неверно.
Пример 4.
   Найти все значения а , при которых сумма квадратов корней уравнения 

х2 – ах + а + 7 = 0  равна 10. 

      По условию корни должны существовать, значит дискриминант уравнения должен быть  неотрицательным, т.е. а – 4(а + 7)   0, 

Решив это неравенство, получим а  ( ( - (    , 2 – 4 2   2 + 4 2 , +(    )

При таких значениях а у исходного уравнения найдутся (возможно совпадающие) корни х 1 и х2 .

Запишем для них теорему Виета :    х1 + х 2 = а ,

                                                     х1 х2 = а + 7.
Теперь , не вычисляя крней, можно найти сумму их квадратов через а: 

х1 + х2 = ( х1 + х2 ) – 2 х1 х = а 2 – 2( а + 7)

согласно условию, эта сумма квадратов должна быть равна 10. решив получившееся квадратное уравнение, получим  а = 6 и а= - 4.
      При а = 6 дискриминант исходного уравнения отрицателен, а число -4 нам подходит.

Ответ : а = - 4.

Упражнения для решения с классом (задание 1  решать с комментарием с места или у доски с помощью учителя ; в заданиях 2-4 уравнение а) может быть решено у доски , уравнение б) – самостоятельно с последующей проверкой)

1. При каких значения параметра а уравнение ах – 4 = 3х имеет корень, равный 8?
2. при каких значениях параметра а уравнение  не имеет решений :

а) х – 5 =  а – х   ,         б) 2(а – 2х) = ах + 3.
    х  = 7    х  + 7

         3. При каких значениях параметра а уравнения имеют бесконечно много 
              решений ?

               а) 6(ах – 1) – а = 2( а + х ) – 7,       б) 3а        -   а          = а        –  2а___    
                                                                             х – а        х – 2а     х – а      х – 2а
          4. При каких значениях параметра а уравнения имеют одно решение:

              а) ах2 – 6 + 9 = 0,       б) 4х2 – ах + а – 3 = 0.
Занятие 2-3 . 

Практикум 
  Задания 1- 9 могут быть предложены на 1-м практическом занятии : 1-5 , 8, 9а) – для фронтальной работы, 6, 9б) могут быть решены самостоятельно.

Задания 10 – 13 предлагаются на 2-м занятии , их лучше разобрать у доски с помощью учителя;  на 2-м занятии проводится проверочная самостоятельная работа. 

Задания для решения

            Решите уравнение относительно параметра а:
1. 4 + ах = 3х + 1.

2. а= 1/а + (а-10/(ах – а)
3. (а + 3) /(а + 2) = 2/х – 5/(ах + 2х)

4. 2х(а+ 1) /а = 7/а + 3(х + 1) 

5. (1+ х) / (1 - х) = а/с
6. ах2 + 2ах + 4а =8

7. 3ах – 5                +  3а – 11  =  2х + 7

(а– 1) ( х + 3)          а – 1         х + 3

  8.Найти все значения параметра а , при которых уравнение имеет  единственный корень

                      ах2 + ( 4а + 2) + 3а + 3/2 =0

9. Найти все значения в , при которых уравнение имеет два различных действительных корня.

         а) (в – 1 )х2 + 2х √11-в2 + 1 = 0

         б) вх2 – 2х √15 – в2 – 2 = 0  

10. Найдите все значения параметра, при которых неравенство 

(а + 4)х2 – 2ах + 2а -6  > 0 не выполняется ни при каких действительных значениях х.

11. При каких значениях параметра а сумма квадратов двух различных действительных корней уравнения  ах2 + 4х – 3 = 0 больше 10?

12. При каких значениях параметра  функция f(x) = вх2 – 6х + 3 имеет наименьшее значение, и это наименьшее значение меньше 2,5?

13. При каких значениях параметра а система уравнений имеет единственное решение :           ах + 5у = 7,

                            ах – 4у = 3.

Проверочная самостоятельная работа
1. При каких значениях параметра а уравнение ах 2 = а(х + 2) - 2 не имеет решения 
2. Решите уравнение относительно параметра а   :

     а)  ах = х + 3    

     б) ах2 – 6ах + 9а = 0  

3.Найти все значения параметра а , при которых уравнение имеет  единственный корень

           ах2 – ( 2а + 6) х + 3а + 3 = 0,
Тема 6. Графический способ решения уравнений
    В ходе занятий темы 6 предполагается :

- познакомить учащихся с алгоритмом построения графиков функций и уравнений, содержащих переменную под знаком модуля с помощью графиков уже известных им : прямая, парабола, гипербола;
- продемонстрировать возможность применения построенных графиков к решению уравнений , содержащих переменную под знаком модуля, и уравнений с параметром;

- отработка алгоритма, предложенного учащимся , на задачном материале может проходить самостоятельно под контролем учителя , поскольку графики, предлагаемые в качестве вспомогательных, и способы их построения  учащимся уже знакомы.
Занятие1

Лекция. Построение графиков функций, содержащих модуль.

   Когда в известные нам формулы, задающие график прямой , параболы, гиперболы ,включают знак модуля, их графики становятся необычными . Для построения таких графиков нам опять придется вспомнить определение модуля  .

Определение.               а, если а  ≥0,

                            а =

                                     -а , если а<  0 

    Как построить график функции или график уравнения  , если выражение содержит знак модуля? 

1. у= │f(x) │   <=>                   f(x)     , f(x)  ≥ 0 

                                        у = 

                                                  -f(x)   , f(x) <    0 

     План построения :

1) строим график функции у=f(x) 

2) часть графика , лежащая над осью ОХ сохраняется, а часть графика, лежащая под осью Ох отображается симметрично относительно оси ОХ.

2. у= f(│x│)    <=>                     f(x) ,  x ≥ 0

                                         y=     

                                                    f(-x), x < 0       

План построения  :

1) строим график функции  у=f(x) для х  ≥ 0 

2) для значений  х < 0 отображаем построенную часть графика симметрично относительно оси ОУ.

3. у =│ f(│x│)│

План построения:

1) строим график функции у=f(x) для х ≥ 0 

2) при  х < 0 отобразим построенную часть графика симметрично относительно оси ОУ

3) на интервалах, где f(│x│) < 0 строим изображение, симметричное графику f(│x│) относительно оси ОХ

 Упражнения для решения. (практикум)

 Построить график функции :

1. у = │х│ , у =│ х + 2│, у = 3│ х + 2│ -1.

2. у = 2х2 – 3│х│ + 4, у =│ 2х2 – 3х + 4│, у = │2х2 – 3│х│ + 4│
3. у =│ 1/(х + 2) │, у = 1/(│х│ + 2) , у =│ 1/(│х │+ 2)│ 

4. у = │х2 – 4х + 3│
5. у  = -х 2+ 6│х│ – 9 

6. у = │1 + 6/х│, у = 1 + 6/│х│
7. у=│ х2 – │х│ - 6│
Занятие 2 

Лекция . Построение графиков уравнений вида │у│ = f(x) и │у │= │f(x)│.

· График уравнения │у│ = f(x) строится в соответствии со следующими соображениями :

1) f(x)   0; 2) график симметричен относительно оси абсцисс

   План построения :

1) строим график функции у = f(x) ,

2) выбираем ту часть графика, где f(x)≥  0 ,

3) отображаем эту часть симметрично относительно оси ОХ.

· При построении графика уравнения у = f(x) осуществляем уже известные преобразования графиков : строим сначала график у = │f(x)│ , а затем множество точек, координаты которых удовлетворяют условию │у│ =│ f(x)│ 

План построения :

1) стром график функции у = f(x) ,

2) часть графика f(x)  < 0 симметрично отображаем относительно оси ОХ,

3) полученный график симметрично отображаем относительно оси ОУ.

· Во всех , не подходящих к данным условиям случаях следует рассматривать поведение функции на интервалах, которые получаются при решении уравнений │а│ = 0 , где а – выражение, содержащееся под знаком модуля.

Упражнения для решения. (практикум)

Построить график уравнения:

1. │у│ = х 

2. │у │= х – 1 

3. │у │= 2х + 3

4. │у│ = х 2– 5х + 6

5. │у │= х 2– 4х + 3

6. │у │= х 2– 4│х│ + 3

7. │у │= │х2 – 4х + 3 │
8. │у │=│ х │
9. │у │= │х2  - х – 6│
10. │у │= 1 - │х│
11. у = │х – 2│ + │2х - 1│
Занятие 3. Решение уравнений графическим способом (практикум)

 1.Решить уравнение :

     1)│х – 1 │+ 2х – 5 = 0 

     2)  3│ х│ – 2 = 2 – х 

     3)│х + 6 │= │х – 2 │
     4)│2х + 1│ + │ х  + 3│ = 4

     5)│х 2– 4│ + │х – 2 │= 2

      6)│ х 2– 3х – 6│ + 2х – 6 = 0 

      7) ││ х + 1│ – 3 │– 1 = 0

      8) │х + 1│ – │х │+ 3│х – 1│ – 2│х -2│ – х – 2 = 0

      9) │х2 + 4х + 3 │– х -3 = 0

           10) х2 + 7х  + 4 =│ 3х  + 2│

( Задания 1), 3), 4), 6), 7), 8) можно рассмотреть с классом у доски, задания 5), 9),10) учащиеся могут выполнить самостоятельно)
2. При каких значениях параметра  а число корней уравнения

  ││х2 – 2х│ – 7│ = а в четыре раза больше а?

3. Определите количество корней уравнения в зависимости от а:

    а)│ х – │2х – 3││ = а,       б)│ х – а│ + 2│ х – 2│ =4 .

Задания 2 и 3 могут оказаться сложными  для большинства учащихся, поэтому их лучше рассмотреть всем вместе у доски.
Проверочная самостоятельная работа.

1. Построить график функции у = │2х – 1│ – 3х.

2. Решите уравнение :

а)│ х + 1│ = 6 – 3х,

б)│ х2  - 2х│ = х ,

в) (2х – 1) │х + 3│ = 3х

Тема 7. Итоговое занятие .Защита проектов.

-  Подведение итогов работы . 

- Знакомство с проектами , выполненными учащимися. Защита работ: цели,  задачи, ответы на возникающие вопросы. 

- Рефлексия : чем курс был полезен и интересен; что не понравилось, почему.
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